
Appendix 

1. The elements k and  of dynamic-stiffness matrix of layer . ij 0K P1 P2 SV
L
− −S

1 1 2 1 2( )A ts s D D= − ； ；2 1 1 3( )A s D D= − 3 2 2 3( )A s D D= − ； ； *
4 1 2( 2A ts E G= − )

) 1
*

5 2 1( 2A ts E G= − ； ；6 1 2 3( )(A E E D= − −1) 2
1 1( 1)B s t D= − ；

2
2 2 ( 1) 2B s t D= − ； 

2
3 1 2 3( 2 1B s s t D= − )+ ) )； ；4 1 2 2( 1B Pts D= − 5 2 1 1( 1B P ts D= − ； 6 1 2 3( )(B P P D 1)= − − ； 

1 2sin( )sin( )SS ks d ks d= ； ；CS1 2sin( )cos( )SC ks d ks d= 1 2cos( )sin( )ks d ks d= ； 

1 2cos( ) cos( )CC ks d ks d= ； 

2 2 2
0 1 3 2 2 1 3 2 2 3 3 2 12 [( )cos sin sin ] [2 ( 1) ( ) ]sinK A ACS A SC ktd A ks d A ks d A A CC A A A SS ktd= − + − + − + + + ； 

[ ]*
11 44 1 1 2 3( 1 ) cos ( )sink k k t t G A A SS ktd A SC ACS ktd= = + + − ； 

[ ]*
12 45 1 2 1 3 4 3 1 4 2( )sin ( )cos sin sink k kG r r SS rCC ktd r SC r CS ktd r ks d r ks d= − = − + − + + − − ； 

1 1 2 3 3 2 2 3( 2 )r D D D B A B A B= + − − − 1；
2

2 2 1 3 2 1 3 2 2 3 12 (r A B A B A B A s A s= + − − + )； 

3 1 2 1 3 2(2 )r A A B B s= − + ； 4 1 2 3 3 1( 2r A B A B s= − − )； 

[ ]1 2 *
13 46 1 2 1 3 4 3 1 4 2(1 ) ( )sin ( )cos sin sink k n k t G r r SS rCC ktd r SC rCS ktd r ks d r ks d−= − = + + − + + − − ； 

1 2 2 1r s A s=− − 3A 3 1A； ；2 1 2 2r s A s A= + 3 1r s= − ； 4 2r s A1= ； 

* 2
14 41 1 3 2 2 1 1 1 2( 1 ) ( sin sin ) sin sin sink k k t t G A A ks d A ks d ktd A ks d ks d = = + − − ； 

[ ]2 *
15 1 1 1 2 2 1 3 2 2 3( 1) (cos cos )sin ( sin sin )cosk k t AG r ks d ks d ktd r ks d r ks d ktd r SC rCS= + − + + − − ； 

1 3(1 )r D t= − 2 1 1( 1)r s D=− − 3 2 2( 1)r s D= −； ； ； 
2 *

1
16 1 2 1 1 2 2 1 2

( 1) 1(cos cos )sin ( sin sin )cosk t AGk ks d ks d ktd s ks d s ks d ktd s SC s CS
n t
+  = − + − −  

+ ； 

[ ]21 54 1 2 1 3 4 3 1 4 2( )sin ( )cos sin sink k k r r SS rCC ktd r SC r CS ktd r ks d r ks= − = − + − + + − − d

)

s

； 

1 2 3 1 2( )r A A E E= + ；r ；r A ；r A ； 2 * 2 2
2 1 2 2 3(2 )A G A E A E= − + + 1

*
3 1 2 2( 2A E G= + ) *

4 1 3 1( 2A E G= − +

[ ]22 55 1 2 3 4 5 6 1 7 2( ) cos ( ) sin cos cok k k r r SS r CC ktd r SC r CS ktd r ks d r ks d= = + + + + + + ； 
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1 2 1 3 2 4 1 2 3 1( )( 1) ( )( 1r s D D D A s D D D A= − − + − − 5) 1)； 2 2 4 1 3 5 2( 1) (r A A D A A D= − − − −

− 6

； 

3 3 4 1 1 6 2 5 2(1 ) ( 1)r A A D A A A A D= − − − ； r A4 1 4 1 3(1 )A D A A= − − ； 5 1 5 2 2( 1)r A A D A A6= − + ； 

*
6 1 3 1 2 2 1 2 2( 1)( 2 ) ( )(r A D E G s tA E E D= − − + − −1)； *

7 1 3 2 1 3 1 2 1(1 )( 2 ) ( )( 1)r A D E G s tA E E D= − − − − − ； 

[ ]23 1 2 3 4 5 6 1 7 2( ) cos ( )sin cos cok k n r r SS r CC ktd r SC r CS ktd r ks d r ks d= + + + + + + s

2 5

； 

* *
1 1 1 3 2 2(2 ) ( 2 )r s t G E A s t E G A= − − − ； 2 2 4 3r A A A A= + ； 3 1 1 2 2 5 3( )r A E E A A A A4= − + + ； 

4 1 4 3 1 2( )r A A A E E= + − ； ； ； 5 1 5 2 1( )r A A A E E= − − − 2

)

*
6 1 1 2 2 2 1(2 ) ( )r A G E s tA E E= − + −

*
7 1 2 1 3 1 2( 2 ) (r A E G s tA E E= − + − ； 

[ ]24 1 1 1 2 2 1 3 2 2 3( cos cos )sin ( sin sin )cosk k r ks d r ks d ktd r ks d r ks d ktd r SC rCS= − − + + − − ； 

1 2 3 1 2( )r A A E E= − ； ； ； *
2 1 2 2( 2r A A E G= − ) )

6A 1)

) 1)

1)

*
3 1 3 1( 2r A A E G= − −

[ ]25 52 1 1 2 2 3 1 4 2 5 6 7( sin sin )sin ( cos cos )cosk k k r ks d r ks d ktd r ks d r ks d ktd r SS rCC r= =− + + + + + + ； 

1 1 4 1 3( 1)r A A D A= − − − ； ； *
3 1 3 2 1 3 1 2 1( 1)( 2 ) ( )(r A D E G s tA E E D= − − + − −

2 2 6 1 5 2( 1r A A A A D= + − ； ； *
4 1 3 1 2 2 1 2 2( 1)( 2 ) ( )(r A D E G s tA E E D= − − − − − −

5 2 4 1 3 5 2( 1) (r A A D A A D= − − − − ； 6 1 5 1 2 3 2 4 1 3 2( 1)( ) ( )( 1)r s A D D D s A D D D= − − − − − −

1)

； 

7 1 6 2 5 2 3 4 1( 1) (r A A A A D A A D= + − + − ； 

[ ]26 1 1 2 2 3 1 4 2 5 6 7( sin sin )sin ( cos cos )cosk k n r ks d r ks d ktd r ks d r ks d ktd r SS rCC r= − + + + + + + ； 

1 1 4 3 1 2( )r A A A E E= + − ； ； r s2 1 5 2 1( )r A A A E E= − − − 2 )3 1 3 2 1 2 4 1 2( ) (tA E E s A D D= − − − ； 

*
4 1 1 2 2 1 2( 2 ) (r A E G s tA E E= − + − ) 5； 5 2 4 3r A A A A= + ； 

6 1 5 2 3 2 4 1 3( ) (r s A D D s A D D= − + − ) 7 1 1 2 2 5 3( )r A E E A A A； 4A= − − − − ； 

[ ]1
31 64 1 2 1 3 4 3 1 4 2( )sin ( )cos sin sik k k r r SS rCC ktd r SC r CS ktd r ks d r ks−= − = − + − + + − − n d

2 2 2P

； 

1 2 3 1( )r A A P P= − + ； ；
2 2

2 3 1 2r A P A P= + 3 1 2r A A= − ； 4 1 3r A A P1= ； 

[ ]1
32 1 2 3 4 5 6 1 7 2( ) cos ( )sin cos cosk k r r SS r CC ktd r SC r CS ktd r ks d r ks d−= + + + + + + ； 
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1 1 1 1 3 2 2 2( 1) ( 1)r Ps t D A P s t D A= − − − − 2 5； 2 3 4 2r A B A B= + ； r A3 1 6 2 4 3B A B A B5= + + ； 

4 1 5 3r A B A B= + 6 B 1)； ；5 1 4 2r A B A= − − 6 6 1 1 3 2 2 1 2 2( 1) ( )(r PA D s tA P P D= − − − − −

1)−

2 3A 1A

； 

7 2 1 3 1 3 1 2 1( 1) ( )(r P A D s tA P P D= − + − ； 

[ ]1
33 66 1 2 3 4 5 6 1 7 2( ) ( )cos ( )sin cos cosk k nk r r SS rCC ktd r SC rCS ktd r ks d r ks d−= = + + + + + + ； 

1 1 1 3 2 2r Ps tA Ps tA= + ； ；2 2 1 2 1 2r Ps tA Ps t=− − 4 2 1 3 2 1( )r P P A Pst= − − ； r P5 1 2 2 1 2( )P A Ps tA1= − + ； 

3 1 2 2 2 1 3 1 2( )r Ps tA Ps tA P P=− − − − 1A； 6 1 1 2 2 1 2( )r PA s tA P P= + − ； 7 1 3 2 1 2( )r s tA P P P A1= − − ； 

[ ]1
34 1 1 1 2 2 1 3 2 2 3( cos cos )sin ( sin sin )cosk k r ks d r ks d ktd r ks d r ks d ktd r SC rCS−= − + + − −

2 1P

； 

1 2 3 1 2( )r A A P P= − ； ；2 1 2r A A P= 3 1 3r A A= − ； 

[ ]1
35 1 1 2 2 3 1 4 2 5 6 7( sin sin )sin ( cos cos )cosk k r ks d r ks d ktd r ks d r ks d ktd r SS rCC r−= + + + + + +

6 )

； 

1 1 5 3r A B A B= − − 6 2 1 4 2r A B A B= +； ； 3 1 2 3 1 3 1 2 1( 1) ( )( 1r AP D s tA P P D= − + − − ； 

4 1 1 3 2 2 1 2 2( 1) ( )(r A P D s tA P P D= − − − − −1) 4B； 5 2 5 3r A B A= − − ； 

6 1 1 3 1 2 2 2 2( 1) (r Ps tA D P s tA D= − − − −1) 5； 7 1 6 2 4 3r A B A B A B= + + ； 

[ ]1
36 63 1 1 2 2 3 1 4 2 5 6 7( ) ( sin sin )sin ( cos cos )cosk k nk r ksd r ks d ktd r ks d r ks d ktd r SS rCC r−= = + + + + + + ； 

1 1 1 2 3 1 2( )r s tA P A P P= + − ； ； r P2 2 1 1 2 1( )r s tAP A P P= − − − 2 23 2 1 1 3 1( )A s tA P P= − − − ； 

4 1 1 2 2 1 2( )r P A s tA P P= + − ； ；5 2 1 3 1 2( )r t s P A s P A= + 2 26 1 1 3 2 2( )r t s P A s P A= + ； 

7 1 1 2 2 2 1 1 3( )r A P P s tA P s tA= − − − − 2P ； 

[ ]2 *
42 1 1 1 1 2 2 1 3 2 2 3(1 ) ( cos cos )sin ( sin sin )cosk k t AG r ks d r ks d ktd r ks d r ks d ktd r SC rCS=− + − + + − − ； 

1 3( 1)r D= − − t 2 1 1( 1r s D= − −； ；) )3 2 2( 1r s D= − ； 

1 2 * 1
43 1 1 2 1 1 2 2 1 2(1 ) (cos cos )sin ( sin sin )cosk n k t AG t ks d ks d ktd s ks d s ks d ktd s SC s CS− − =− + − + − − + ； 

[ ]51 1 1 1 2 2 1 3 2 2 3( cos cos )sin ( sin sin )cosk k r ks d r ks d ktd r ks d r ks d ktd r SC rCS= − − + + − − ； 

1 2 3 1( )r A A E E= − − 2 ) )

+

2 )

2 ) 5

； ； ； *
2 1 2 2( 2r A A E G= − − *

3 1 3 1( 2r A A E G= −

[ ]1
53 1 1 2 2 3 1 4 2 5 6 7( sin sin )sin ( cos cos )cosk n k r ks d r ks d ktd r ks d r ks d ktd r SS rCC r−= + + + + + ； 

1 1 4 3 1( )r A A A E E= − − − ； r A ； ； 2 1 5 2 1 2( )A A E E= + − *
3 1 2 1 3 1 2( 2 ) (r A E G s tA E E= − + −

*
4 1 1 2 2 1( 2 ) (r A E G s tA E E= − − − − ； 5 2 4 3( )r A A A A= − + ； 
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6 4 2 1 3 5 1 2( ) (r A s D D A s D D= − − − − 3 ) 7 1 1 2 2 5 3 4( )r A E E A A A A； = − + +  

[ ]1
56 1 2 3 4 5 6 1 7 2( ) cos ( )sin cos cok n k r r SS r CC ktd r SC r CS ktd r ks d r ks d−= + + + + + + s

3 5

； 

1 2 4 1 3 1 5 2( ) (r s A D D s A D D= − − − − ) 2 2 4 3r A A A A； = + ； 3 1 1 2 2 5 3 4( )r A E E A A A A= − + + ； 

4 1 4 3 1 2( )r A A A E E= + − ； ； 5 1 5 2 1( )r A A A E E= − − − 2

2 ) )

−

2 P 1

*
6 1 1 2 2 1( 2 ) (r A E G s tA E E= − − − − ； ； *

7 1 2 1 3 1 2( 2 ) (r A E G s tA E E= − + −

[ ]1
61 1 1 1 2 2 1 3 2 2 3( cos cos )sin ( sin sin )cosk k r ks d r ks d ktd r ks d r ks d ktd r SC rCS−= − + + − ； 

1 2 3 1( )r A A P P= − − ； ；2 1 2r A A= − 2 3 1 3r A A P= ； 

[ ]1
62 1 1 2 2 3 1 4 2 5 6 7( sin sin )sin ( cos cos )cosk k r ks d r ks d ktd r ks d r ks d ktd r SS rCC r−=− + + + + + + ； 

1 1 5 3r A B A B= + 6 B； ；2 1 4 2r A B A= − − 6 3 2 1 3 3 5 1 2( 1) (r P A D A B P P 1)= − − − −

1)− 4

； 

4 1 1 3 2 2 1 2 2( 1) ( )(r P A D s tA P P D= − + − ； 5 2 5 3r A B A B= + ； 

6 2 4 2 1 3 5 1r A B P P A B P P= + 2 5B； 7 1 6 2 4 3r A B A B A= − − − ； 

[ ]1
65 1 2 3 4 5 6 1 7 2( ) cos ( )sin cos cosk k r r SS r CC ktd r SC r CS ktd r ks d r ks d−= + + + + + + ； 

1 2 4 2 1 3 5 1r A B P P A B P P= − − 2 4； 2 2 5 3r A B A B= + ； 3 1 6 2 4 3r A B A B A B5= + + ； 

4 1 5 3r A B A B= + 6 B； ；5 1 4 2r A B A= − − 6 6 1 1 3 2 4 2 1( 1) (r P A D A B P P 1)= − − + − ； 

7 2 1 3 3 5 1 2( 1) (r P A D A B P P= − + 1)−

)

；  

2. The elements  and of dynamic-stiffness matrix of half-space . ijr 0r P1 P2 SV
R
− −S

0 1 1 3 2 2 3 1 2 1 2( ) ( ) (r s D D s D D ts s D D= − − − + − ) * 2
11 1 2 1 2(1 )( )r iG ks s t D D= + −； ； 

* 2 2
12 3 1 2 1 1 3 2 2 3 1 2 1 2 1 1 2 2( 1)( ) ( ) ( ) 2 ( ) (r G k t D s s s D D s D D ts s D D t s D s D = − + − + − − − + − − − ； 

* 2
13 1 2(1 )( )r kG t s s= + − n )； ； *

21 1 2 2 3 2 1 1 3 1 2 1 2( ) ( ) 2 (r k E s D D E s D D G ts s D D = − − − − − − 

* *
22 1 2 3 2 2 1 1 1 2( )( 1) ( 1)( 2 ) ( 1)( 2 )r ik E E D ts D E G ts D E G = − − + − − − − − ； 

* *
23 2 1 1 2 1 2( 2 ) ( 2 )r ik ts E G ts E G E E = − − − − + −  n； [ ]31 1 2 2 3 2 1 1 3( ) ( )s D D P s D D= − − −r P ； k

[ ]32 1 2 3 1 2 2 2 1 1( )( 1) ( 1) ( 1)r i P P D Pts D P ts D= − − − + − − − k； [ ]33 1 2 2 1(1 ) (1 )P ts P ts k= + − +r i 。 n
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